I Matematyczna Liga Zadaniowa

Zestaw 1

(Data rozpoczecia: 24 stycznia 2026 r.)

Za pelne poprawne rozwiazanie mozna uzyska¢ 3 punkty, a za istotny postep 1 punkt.
Pamietaj, ze oceniany jest przedstawiony tok rozumowania. Sama odpowiedZ (nawet po-
prawna) bez wyjasnienia nie bedzie punktowana.

Termin nadsylania rozwigzan: 8 lutego 2026 r. Powodzenia!

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore sa doktadnie 10 razy wicksze
od sumy swoich cyfr.

Zadanie 2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D, w ktorym
/DBC+ Z/BCD = ZCDA.

Wykaz, ze AD = DB.

Zadanie 3. Dana jest dodatnia liczba catkowita n, ktorej kazdy dzielnik pierwszy jest mniej-
szy niz 10. Okazalo sie, ze liczba n jest kwadratem liczby calkowitej, za$ liczba n? jest sze-
$cianem liczby catkowitej. Wykaz, ze liczba n® jest osiemnastg potega liczby calkowitej.

Rozwiazania zadan nalezy spisa¢ w sposob czytelny (brudnopisy i prace nieczytelne nie beda
sprawdzane) na osobnych kartkach, zeskanowaé, a nastepnie przesta¢ w formie pliku PDF za posred-
nictwem formularza online:

https://forms.gle/LSyipoeS7mFoZHFZ9

Plik z rozwigzaniami nie moze zawiera¢ zadnych danych osobowych ucznia. Formularz wypet-
nia rodzic lub opiekun prawny uczestnika. Przestanie rozwiazania jest rownoznaczne z akceptacja
Regulaminu: https://oki.org.pl/liga-matematyczna/.



I Liga Zadaniowa Matematyczna
Rozwigzania zadan konkursowych

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore sa doktadnie 10 razy wicksze
od sumy swoich cyfr.

Rozwigzanie
Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita spelniajaca warunki zadania. Przyjmijmy, ze
k jest liczba cyfr w zapisie dziesietnym liczby n, a ag, ag_1, ..., a1, ag jej kolejnymi cyframi,

przy czym ag oznacza cyfre jednosci, a; cyfre dziesiatek, as cyfre setek i tak dalej.

7 zapisu dziesictnego wynika, ze n = ay, - 10¥ +ap_; - 10571 4+ ... +a; - 10 + ag, natomiast
suma cyfr tej liczby jest rowna ax + ax_1 + - - - + a1 + ag. Z tresci zadania wiemy, ze liczba n
jest 10 razy wicksza od sumy swoich cyfr, skad otrzymujemy rownosé:

ar - 10F +ap1 - 10"+ 4 a; - 10+ ag = 10 - (ap + agp_y + -+ + ay + ap).

Prawa strona powyzszego réwnania jest podzielna przez 10, zatem lewa strona réwniez musi
dzieli¢ sie przez 10. Poniewaz kazdy ze skladnikéw postaci a;-10° dla i > 1 jest wielokrotnogcia
liczby 10, wnioskujemy, ze cyfra jednosci ag musi byé¢ réwna 0. Po podstawieniu ag = 0
réwnanie przyjmuje postac:

ap - 10" +ap_1 - 105 4 4 ay-10° 4 a; - 10 = ay, - 10+ ajp_q - 10+ -+ - +ag - 10+ a1 - 10. (1)

Zauwazmy, ze dla dowolnej cyfry a; oraz wykladnika i > 2 zachodzi nier6wnosé a;-10° > a;-10.
Przy czym nieréwno$é ta staje sie rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy a; = 0. Aby w réwnaniu
(1) mogta zachodzi¢ rownosé, kazda z czastkowych nieréwnosci musi w istocie by¢ rownoscia.
Stad wynika, ze ap = ap_1 =+ =ay = 0.

Wobec tego jedyna niezerowa cyfra liczby n moze byé cyfra dziesigtek a;. Szukana liczba
n musi by¢ zatem jedng z liczb:

10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90.

Bezposrednie sprawdzenie potwierdza, ze kazda z powyzszych liczb spelnia warunki zadania.

Zadanie 2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D, w ktorym
/DBC+ /BCD = ZCDA.

Wykaz, ze AD = DB.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Przyjmijmy oznaczenia ZDBC = « oraz Z/ZBCD = ( (Rysunek 1). Poniewaz czworokat
ABCD jest trapezem o podstawach AB i C'D, suma miar katow wewnetrznych lezacych przy
ramieniu BC wynosi 180°. Stad otrzymujemy:

/ABC = 180° — ZBCD = 180° — 8.



Wobec tego miara kata DBA jest rowna:
/DBA =/ABC — ZDBC = (180° — ) — a = 180° — v — f3.

Z warunku podanego w tresci zadania wynika, ze Z/CDA = /DBC + ZBCD = «a + .
Korzystajac z faktu, ze suma miar katéw przy ramieniu AD trapezu réwniez wynosi 180°,
dostajemy:

/ZDAB =180°— ZCDA =180° — (o + ) = 180° — o — f3.

Laczac powyzsze rownoéci, zauwazamy, ze:
ZDAB =180° —a — = ZDBA.

Oznacza to, ze w trojkacie ABD katy przy podstawie AB maja réwne miary. Zatem trojkat
ten jest rownoramienny, skad bezposrednio wynika teza AD = DB, co nalezato wykazac.
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Sposob 11

Zauwazmy, ze skoro ZCDA = Z/DBC + ZBCD > ZBCD, to na odcinku AB mozemy
wybraé taki punkt X, aby spelniona byta réownosé¢ ZXDC = ZBCD (Rysunek 2).

Wowczas czworokat X BC'D jest trapezem rownoramiennym, skad wynika, ze DX = BC.
Ponadto, na mocy twierdzenia o katach naprzemianlegtych, otrzymujemy réwnos¢ ZX DC' =
/ZBCD.

Z warunkoéw zadania oraz przyjetej konstrukeji punktu X wynika, ze:

LADX = LZCDA - /XDC = (LDBC + £/BCD) — ZBCD = ZDBC.
7 uzyskanych zaleznosci:

LADX = /DBC, DX = BC oraz /ZDXA=/BCD

wnioskujemy, ze trojkaty ADX oraz DBC sa przystajace na mocy cechy kat-bok-kat. W
konsekwencji otrzymujemy réwnos¢ AD = DB, co nalezalo wykazac.

Sposob 111
Zauwazmy, ze skoro ZCDA = Z/DBC + ZBCD > ZBCD, to na odcinku AB mozemy
wybraé taki punkt X, aby speliona byta rownos¢ ZX DC = ZBCD (Rysunek 3). Wowczas,
na mocy twierdzenia o katach naprzemianlegtych, otrzymujemy réwnos¢ /DX A = ZBCD.
Z warunkow zadania oraz przyjetej konstrukeji punktu X wynika, ze:

/ADX = /CDA - /XDC = (/DBC + /BCD) — /BCD = /DBC.



Rysunek 3

Wobec powyzszego, w trojkatach ADX oraz DBC' zachodza réwnosci:
/ADX = /DBC oraz /ZDXA=/BCD.

Na mocy cechy kat-kat wnioskujemy, ze trojkaty ADX i DBC sa podobne. Z podobieristwa
tego wynika w szczegdlnosci rownosé katow L/ DAX = ZBDC.

Ponownie korzystajac z twierdzenia o katach naprzemianleglych, otrzymujemy réwnosé
/BDC = ZDBA. Laczac te fakty, dostajemy:

LDAB = /DAX = /BDC = ZDBA.

Oznacza to, ze w trojkacie ABD katy przy podstawie AB sa réwne, zatem jest to trojkat
rownoramienny. W konsekwencji AD = DB, co nalezalo wykazac.

Zadanie 3. Dana jest dodatnia liczba catkowita n, ktorej kazdy dzielnik pierwszy jest mniej-
szy niz 10. Okazalo sie, ze liczba n jest kwadratem liczby calkowitej, za$ liczba n? jest sze-
$cianem liczby catkowitej. Wykaz, ze liczba n® jest osiemnasta potega liczby catkowitej.

Rozwigzanie
Skoro kazdy dzielnik pierwszy liczby n jest mniejszy niz 10, to liczbe n mozemy zapisaé
w postaci
n=23".5.77

dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych a, b, ¢, d.

Z tresci zadania wynika, ze liczba n jest kwadratem liczby catkowitej. Stad wnioskujemy;,
ze kazdy z wyktadnikow a, b, ¢, d jest liczba podzielng przez 2.

Wiemy rowniez, ze liczba n? jest szeScianem pewnej liczby catkowitej. Korzystajac z zapisu
liczby n, otrzymujemy

n2 — (2(1 . 3b . 56 X 7d)2 — 22(1 . 326 X 520 . 72d'

Skoro liczba ta jest szescianem, to kazdy z jej wyktadnikéw: 2a, 2b, 2¢, 2d musi by¢ podzielny
przez 3. Poniewaz liczby 2 i 3 sa wzglednie pierwsze, wynika stad, ze kazda z liczb a, b, c,d
dzieli sie przez 3.

Otrzymalisémy zatem, ze kazdy z wyktadnikow a, b, ¢, d jest podzielny zaréwno przez 2,
jak i przez 3. Poniewaz NWW|(2,3) = 6, liczby a, b, ¢, d sa podzielne przez 6. Mozemy wiec
zapisac

a==6d, b=6l, c=6c, d=6d

dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych o', v/, ', d'.



W rezultacie otrzymujemy réwnosc:
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n3:(2a‘3b_5c'7d)3:<26a ‘361) '56(: _76d> — <2a .31) ‘56 7d>

To za$ oznacza, ze liczba n® jest osiemnasta potega liczby calkowitej k& = 2% -3Y . 5¢ . 7% co
nalezato wykazac.

Uwaga

Rezultat ten pozostaje prawdziwy nawet bez zalozenia, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby
n jest mniejszy od 10. Rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposob, korzystajac
z faktu, ze kazda dodatnig liczbe catkowita mozna zapisa¢ w sposéb jednoznaczny w postaci
iloczynu poteg réznych liczb pierwszych.

Niech n = p* - p3* - ... - pp* bedzie rozkladem liczby n na czynniki pierwsze. W taki sam
sposob jak poprzednio wykazujemy, ze kazdy z wykltadnikow «; (dlai =1,2,..., k) musi by¢
podzielny zaréwno przez 2, jak i przez 3, a w konsekwencji przez 6.

Przyjmujac o; = 6¢; dla nieujemnych liczb catkowitych o, otrzymujemy, ze liczba

’I’L3 _ ( 6a 6o, 6a2)3 _ (

b Dy "D 2 )18

RS USRI
jest osiemnasta potega liczby catkowitej, co koriczy dowod.

Zadanie to byto inspirowane zadaniem Z6E1XXIOMJ. Polecamy zapoznaé sie z nim.



