
I Matematyczna Liga Zadaniowa
Zestaw 1

(Data rozpoczęcia: 24 stycznia 2026 r.)

Za pełne poprawne rozwiązanie można uzyskać 3 punkty, a za istotny postęp 1 punkt.
Pamiętaj, że oceniany jest przedstawiony tok rozumowania. Sama odpowiedź (nawet po-
prawna) bez wyjaśnienia nie będzie punktowana.

Termin nadsyłania rozwiązań: 8 lutego 2026 r. Powodzenia!

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby całkowite, które są dokładnie 10 razy większe
od sumy swoich cyfr.

Zadanie 2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w którym

∠DBC + ∠BCD = ∠CDA.

Wykaż, że AD = DB.

Zadanie 3. Dana jest dodatnia liczba całkowita n, której każdy dzielnik pierwszy jest mniej-
szy niż 10. Okazało się, że liczba n jest kwadratem liczby całkowitej, zaś liczba n2 jest sze-
ścianem liczby całkowitej. Wykaż, że liczba n3 jest osiemnastą potęgą liczby całkowitej.

Rozwiązania zadań należy spisać w sposób czytelny (brudnopisy i prace nieczytelne nie będą
sprawdzane) na osobnych kartkach, zeskanować, a następnie przesłać w formie pliku PDF za pośred-
nictwem formularza online:

https://forms.gle/LSyipoeS7mFoZHFZ9

Plik z rozwiązaniami nie może zawierać żadnych danych osobowych ucznia. Formularz wypeł-
nia rodzic lub opiekun prawny uczestnika. Przesłanie rozwiązania jest równoznaczne z akceptacją
Regulaminu: https://oki.org.pl/liga-matematyczna/.
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I Liga Zadaniowa Matematyczna
Rozwiązania zadań konkursowych

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby całkowite, które są dokładnie 10 razy większe
od sumy swoich cyfr.

Rozwiązanie
Niech n będzie dodatnią liczbą całkowitą spełniającą warunki zadania. Przyjmijmy, że

k jest liczbą cyfr w zapisie dziesiętnym liczby n, a ak, ak−1, . . . , a1, a0 jej kolejnymi cyframi,
przy czym a0 oznacza cyfrę jedności, a1 cyfrę dziesiątek, a2 cyfrę setek i tak dalej.

Z zapisu dziesiętnego wynika, że n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0, natomiast
suma cyfr tej liczby jest równa ak + ak−1 + · · ·+ a1 + a0. Z treści zadania wiemy, że liczba n
jest 10 razy większa od sumy swoich cyfr, skąd otrzymujemy równość:

ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0 = 10 · (ak + ak−1 + · · ·+ a1 + a0).

Prawa strona powyższego równania jest podzielna przez 10, zatem lewa strona również musi
dzielić się przez 10. Ponieważ każdy ze składników postaci ai ·10i dla i ≥ 1 jest wielokrotnością
liczby 10, wnioskujemy, że cyfra jedności a0 musi być równa 0. Po podstawieniu a0 = 0
równanie przyjmuje postać:

ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + · · ·+ a2 · 102 + a1 · 10 = ak · 10+ ak−1 · 10+ · · ·+ a2 · 10+ a1 · 10. (1)

Zauważmy, że dla dowolnej cyfry ai oraz wykładnika i ≥ 2 zachodzi nierówność ai·10i ≥ ai·10.
Przy czym nierówność ta staje się równością wtedy i tylko wtedy, gdy ai = 0. Aby w równaniu
(1) mogła zachodzić równość, każda z cząstkowych nierówności musi w istocie być równością.
Stąd wynika, że ak = ak−1 = · · · = a2 = 0.

Wobec tego jedyną niezerową cyfrą liczby n może być cyfra dziesiątek a1. Szukana liczba
n musi być zatem jedną z liczb:

10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90.

Bezpośrednie sprawdzenie potwierdza, że każda z powyższych liczb spełnia warunki zadania.

Zadanie 2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w którym

∠DBC + ∠BCD = ∠CDA.

Wykaż, że AD = DB.

Rozwiązanie

Sposób I
Przyjmijmy oznaczenia ∠DBC = α oraz ∠BCD = β (Rysunek 1). Ponieważ czworokąt

ABCD jest trapezem o podstawach AB i CD, suma miar kątów wewnętrznych leżących przy
ramieniu BC wynosi 180◦. Stąd otrzymujemy:

∠ABC = 180◦ − ∠BCD = 180◦ − β.
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Wobec tego miara kąta DBA jest równa:

∠DBA = ∠ABC − ∠DBC = (180◦ − β)− α = 180◦ − α− β.

Z warunku podanego w treści zadania wynika, że ∠CDA = ∠DBC + ∠BCD = α + β.
Korzystając z faktu, że suma miar kątów przy ramieniu AD trapezu również wynosi 180◦,
dostajemy:

∠DAB = 180◦ − ∠CDA = 180◦ − (α + β) = 180◦ − α− β.

Łącząc powyższe równości, zauważamy, że:

∠DAB = 180◦ − α− β = ∠DBA.

Oznacza to, że w trójkącie ABD kąty przy podstawie AB mają równe miary. Zatem trójkąt
ten jest równoramienny, skąd bezpośrednio wynika teza AD = DB, co należało wykazać.
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180◦ − α − β 180◦ − α − β

Rysunek 1
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CD

X

Rysunek 2

Sposób II
Zauważmy, że skoro ∠CDA = ∠DBC + ∠BCD > ∠BCD, to na odcinku AB możemy

wybrać taki punkt X, aby spełniona była równość ∠XDC = ∠BCD (Rysunek 2).
Wówczas czworokąt XBCD jest trapezem równoramiennym, skąd wynika, że DX = BC.

Ponadto, na mocy twierdzenia o kątach naprzemianległych, otrzymujemy równość ∠XDC =
∠BCD.

Z warunków zadania oraz przyjętej konstrukcji punktu X wynika, że:

∠ADX = ∠CDA− ∠XDC = (∠DBC + ∠BCD)− ∠BCD = ∠DBC.

Z uzyskanych zależności:

∠ADX = ∠DBC, DX = BC oraz ∠DXA = ∠BCD

wnioskujemy, że trójkąty ADX oraz DBC są przystające na mocy cechy kąt-bok-kąt. W
konsekwencji otrzymujemy równość AD = DB, co należało wykazać.

Sposób III
Zauważmy, że skoro ∠CDA = ∠DBC + ∠BCD > ∠BCD, to na odcinku AB możemy

wybrać taki punkt X, aby spełniona była równość ∠XDC = ∠BCD (Rysunek 3). Wówczas,
na mocy twierdzenia o kątach naprzemianległych, otrzymujemy równość ∠DXA = ∠BCD.

Z warunków zadania oraz przyjętej konstrukcji punktu X wynika, że:

∠ADX = ∠CDA− ∠XDC = (∠DBC + ∠BCD)− ∠BCD = ∠DBC.
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Rysunek 3

Wobec powyższego, w trójkątach ADX oraz DBC zachodzą równości:

∠ADX = ∠DBC oraz ∠DXA = ∠BCD.

Na mocy cechy kąt-kąt wnioskujemy, że trójkąty ADX i DBC są podobne. Z podobieństwa
tego wynika w szczególności równość kątów ∠DAX = ∠BDC.

Ponownie korzystając z twierdzenia o kątach naprzemianległych, otrzymujemy równość
∠BDC = ∠DBA. Łącząc te fakty, dostajemy:

∠DAB = ∠DAX = ∠BDC = ∠DBA.

Oznacza to, że w trójkącie ABD kąty przy podstawie AB są równe, zatem jest to trójkąt
równoramienny. W konsekwencji AD = DB, co należało wykazać.

Zadanie 3. Dana jest dodatnia liczba całkowita n, której każdy dzielnik pierwszy jest mniej-
szy niż 10. Okazało się, że liczba n jest kwadratem liczby całkowitej, zaś liczba n2 jest sze-
ścianem liczby całkowitej. Wykaż, że liczba n3 jest osiemnastą potęgą liczby całkowitej.

Rozwiązanie
Skoro każdy dzielnik pierwszy liczby n jest mniejszy niż 10, to liczbę n możemy zapisać

w postaci
n = 2a · 3b · 5c · 7d

dla pewnych nieujemnych liczb całkowitych a, b, c, d.
Z treści zadania wynika, że liczba n jest kwadratem liczby całkowitej. Stąd wnioskujemy,

że każdy z wykładników a, b, c, d jest liczbą podzielną przez 2.
Wiemy również, że liczba n2 jest sześcianem pewnej liczby całkowitej. Korzystając z zapisu

liczby n, otrzymujemy

n2 = (2a · 3b · 5c · 7d)2 = 22a · 32b · 52c · 72d.

Skoro liczba ta jest sześcianem, to każdy z jej wykładników: 2a, 2b, 2c, 2d musi być podzielny
przez 3. Ponieważ liczby 2 i 3 są względnie pierwsze, wynika stąd, że każda z liczb a, b, c, d
dzieli się przez 3.

Otrzymaliśmy zatem, że każdy z wykładników a, b, c, d jest podzielny zarówno przez 2,
jak i przez 3. Ponieważ NWW (2, 3) = 6, liczby a, b, c, d są podzielne przez 6. Możemy więc
zapisać

a = 6a′, b = 6b′, c = 6c′, d = 6d′

dla pewnych nieujemnych liczb całkowitych a′, b′, c′, d′.
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W rezultacie otrzymujemy równość:

n3 =
(
2a · 3b · 5c · 7d

)3
=

(
26a

′ · 36b′ · 56c′ · 76d′
)3

=
(
2a

′ · 3b′ · 5c′ · 7d′
)18

.

To zaś oznacza, że liczba n3 jest osiemnastą potęgą liczby całkowitej k = 2a
′ · 3b′ · 5c′ · 7d′ , co

należało wykazać.

Uwaga
Rezultat ten pozostaje prawdziwy nawet bez założenia, że każdy dzielnik pierwszy liczby

n jest mniejszy od 10. Rozumowanie można przeprowadzić w analogiczny sposób, korzystając
z faktu, że każdą dodatnią liczbę całkowitą można zapisać w sposób jednoznaczny w postaci
iloczynu potęg różnych liczb pierwszych.

Niech n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k będzie rozkładem liczby n na czynniki pierwsze. W taki sam

sposób jak poprzednio wykazujemy, że każdy z wykładników αi (dla i = 1, 2, . . . , k) musi być
podzielny zarówno przez 2, jak i przez 3, a w konsekwencji przez 6.

Przyjmując αi = 6α′
i dla nieujemnych liczb całkowitych α′

i, otrzymujemy, że liczba

n3 = (p
6α′

1
1 · p6α

′
2

2 · . . . · p6α
′
k

k )3 = (p
α′
1

1 · pα
′
2

2 · . . . · pα
′
k

k )18

jest osiemnastą potęgą liczby całkowitej, co kończy dowód.

Zadanie to było inspirowane zadaniem Z6E1XXIOMJ. Polecamy zapoznać się z nim.
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