
I Matematyczna Liga Zadaniowa
Zestaw 3

(Data rozpoczęcia: 21 lutego 2026 r.)

Za pełne poprawne rozwiązanie można uzyskać 3 punkty, a za istotny postęp 1 punkt.
Pamiętaj, że oceniany jest przedstawiony tok rozumowania. Sama odpowiedź (nawet po-
prawna) bez wyjaśnienia nie będzie punktowana.

Termin nadsyłania rozwiązań: 8 marca 2026 r. Powodzenia!

Zadanie 1. Dana jest liczba całkowita n ⩾ 2. Czy ostatnia niezerowa cyfra liczby n! w
zapisie dziesiętnym może być równa 5? Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 2. Dodatnia liczba całkowita n jest 12 razy większa od sumy swoich cyfr. Wykaż,
że liczba n jest podzielna przez 27.

Podaj przykład dodatniej liczby całkowitej, która jest 12 razy większa od sumy swoich
cyfr, ale nie jest podzielna przez 81.

Zadanie 3. W turnieju szachowym brały udział dwie szkoły. Każda z nich wystawiła repre-
zentację złożoną z c chłopców i d dziewcząt. Każdy mecz rozgrywany był między uczniem
z pierwszej szkoły a uczniem z drugiej szkoły (ta sama para uczniów mogła grać ze sobą
wielokrotnie).

Wiadomo, że każdy uczeń z pierwszej szkoły rozegrał dokładnie c+ d meczów, a każda z
dziewcząt z drugiej szkoły rozegrała dokładnie d meczów. Ponadto każdy z chłopców z drugiej
szkoły rozegrał taką samą liczbę meczów. Ile meczów rozegrał każdy z chłopców z drugiej
szkoły? Odpowiedź uzasadnij.

Rozwiązania zadań należy spisać w sposób czytelny (brudnopisy i prace nieczytelne nie będą
sprawdzane) na osobnych kartkach, zeskanować, a następnie przesłać w formie pliku PDF za pośred-
nictwem formularza online:

https://forms.gle/LSyipoeS7mFoZHFZ9

Plik z rozwiązaniami nie może zawierać żadnych danych osobowych ucznia. Formularz wypeł-
nia rodzic lub opiekun prawny uczestnika. Przesłanie rozwiązania jest równoznaczne z akceptacją
Regulaminu: https://oki.org.pl/liga-matematyczna/.
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I Liga Zadaniowa Matematyczna
Rozwiązania zadań konkursowych

Zadanie 1. Dana jest liczba całkowita n ⩾ 2. Czy ostatnia niezerowa cyfra liczby n! w
zapisie dziesiętnym może być równa 5? Odpowiedź uzasadnij.

Rozwiązanie
Ostatnia niezerowa cyfra liczby n! jest równa cyfrze jedności liczby otrzymanej po podzie-

leniu n! przez największą możliwą potęgę liczby 10.
Ponieważ 10 = 2 · 5, każda para czynników (2, 5) w rozkładzie na czynniki pierwsze liczby

n! daje jeden czynnik 10, czyli jedną końcową cyfrę zero. Aby znaleźć ostatnią niezerową
cyfrę liczby n!, należy więc usunąć z jego rozkładu wszystkie takie pary.

Rozważmy, ile czynników 2 i 5 występuje w rozkładzie liczby n! = 1 · 2 · . . . · n. Spośród
tych czynników:

• co druga liczba jest podzielna przez 2, co czwarta przez 4, co ósma przez 8 itd., co
dostarcza czynników 2;

• co piąta liczba jest podzielna przez 5, co dwudziesta piąta przez 25, co sto dwudziesta
piąta przez 125 itd., co dostarcza czynników 5.

Z powyższego wynika, że (dla n ≥ 2) liczba czynników 2 w rozkładzie n! jest większa niż
liczba czynników 5. Po usunięciu wszystkich par (2, 5) w rozkładzie pozostaną zatem jeszcze
czynniki 2, natomiast nie pozostanie żadna piątka.

Oznacza to, że liczba powstała po usunięciu wszystkich końcowych zer z n! jest parzy-
sta, ale niepodzielna przez 5. Stąd wynika, że jej cyfrą jedności jest cyfra 2, 4, 6 lub 8, w
szczególności nie 5, co należało wykazać.

Zadanie 2. Dodatnia liczba całkowita n jest 12 razy większa od sumy swoich cyfr. Wykaż,
że liczba n jest podzielna przez 27.

Podaj przykład dodatniej liczby całkowitej, która jest 12 razy większa od sumy swoich
cyfr, ale nie jest podzielna przez 81.

Rozwiązanie
Wykorzystamy fakt, że po pomniejszeniu dodatniej liczby całkowitej o jej sumę cyfr,

uzyskujemy liczbę podzielną przez 9.
Zatem liczba n − 1

12
n = 11

12
n jest podzielna przez 9, stąd 11

12
n = 9k dla pewnej dodatniej

liczby całkowitej k. Zatem 11n = 108k, a ponieważ 11 oraz 108 nie mają wspólnych dzielni-
ków pierwszych, liczba n dzieli się przez 108. Ponieważ 108 = 27 · 4, liczba n dzieli się przez
27, co należało dowieść.

Aby znaleźć dodatnią liczbę całkowitą, która jest 12 razy większa od sumy swoich cyfr,
ale nie jest podzielna przez 81, rozpoczynamy od obserwacji, że z poprzedniej części zadania
wynika, iż liczba taka musi być podzielna przez 27. Sprawdzamy więc kolejno liczby podzielne
przez 27: 27, 54 i 81 nie są 12 razy większe od sumy swoich cyfr, natomiast kolejna liczba,
108, spełnia ten warunek, gdyż

108 = 12 · (1 + 0 + 8),
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oraz nie jest podzielna przez 81.

Uwaga
Wykorzystany fakt, że po pomniejszeniu dodatniej liczby całkowitej o jej sumę cyfr uzy-

skujemy liczbę podzielną przez 9, można udowodnić następująco. Wykazujemy to dla liczb
czterocyfrowych, lecz argument ten analogicznie zachodzi dla dowolnej liczby cyfr.

Musimy zatem pokazać, że dla dowolnych cyfr a, b, c, d, gdzie a ̸= 0, liczba abcd−a−b−c−d
jest podzielna przez 9. Tutaj abcd oznacza liczbę, której cyframi są kolejno a, b, c, d, zatem
jej suma cyfr wynosi a+ b+ c+ d.

Zauważmy natomiast, że

abcd−a−b−c−d = 1000a+100b+10c+d−a−b−c−d = 999a+99b+9c = 9(111a+11b+c),

co jest liczbą podzielną przez 9, co należało dowieść.

Zadanie to było inspirowane zadaniem Z2E1XXIOMJ. Polecamy zapoznać się z nim.

Zadanie 3. W turnieju szachowym brały udział dwie szkoły. Każda z nich wystawiła repre-
zentację złożoną z c chłopców i d dziewcząt. Każdy mecz rozgrywany był między uczniem
z pierwszej szkoły a uczniem z drugiej szkoły (ta sama para uczniów mogła grać ze sobą
wielokrotnie).

Wiadomo, że każdy uczeń z pierwszej szkoły rozegrał dokładnie c+ d meczów, a każda z
dziewcząt z drugiej szkoły rozegrała dokładnie d meczów. Ponadto każdy z chłopców z drugiej
szkoły rozegrał taką samą liczbę meczów. Ile meczów rozegrał każdy z chłopców z drugiej
szkoły? Odpowiedź uzasadnij.

Rozwiązanie
Oznaczmy szukaną liczbę meczów rozegranych przez każdego chłopca z drugiej szkoły

przez x. Policzmy łączną liczbę wszystkich meczów rozegranych w turnieju na dwa sposoby:
sumując mecze rozegrane przez uczniów pierwszej szkoły oraz sumując mecze rozegrane przez
uczniów drugiej szkoły.

W pierwszej szkole jest łącznie c + d uczniów (zarówno chłopców, jak i dziewcząt). Z
treści zadania wiemy, że każdy z nich rozegrał c+ d meczów. Zatem łączna liczba meczów w
turnieju wynosi:

(c+ d) · (c+ d) = (c+ d)2.

W drugiej szkole jest d dziewcząt i c chłopców. Każda z d dziewcząt rozegrała d meczów,
więc dziewczęta z drugiej szkoły rozegrały łącznie d · d = d2 meczów. Każdy z c chłopców
rozegrał x meczów, więc chłopcy z drugiej szkoły rozegrali łącznie c ·x meczów. Zatem łączna
liczba meczów w turnieju, liczona od strony drugiej szkoły, wynosi:

d2 + cx.

Porównując obie wyznaczone wartości, otrzymujemy równanie:

(c+ d)2 = d2 + cx.

Przekształcając lewą stronę zgodnie ze wzorem skróconego mnożenia, mamy:

c2 + 2cd+ d2 = d2 + cx.

Odejmując d2 od obu stron równania, otrzymujemy:

c2 + 2cd = cx, czyli c(c+ 2d) = cx.

Ponieważ liczba chłopców c jest liczbą niezerową, otrzymujemy, że x = c + 2d, co należało
obliczyć.
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