I Matematyczna Liga Zadaniowa

Zestaw 3

(Data rozpoczecia: 21 lutego 2026 r.)

Za pelne poprawne rozwiazanie mozna uzyska¢ 3 punkty, a za istotny postep 1 punkt.
Pamietaj, ze oceniany jest przedstawiony tok rozumowania. Sama odpowiedZ (nawet po-
prawna) bez wyjasnienia nie bedzie punktowana.

Termin nadsylania rozwigzan: 8 marca 2026 r. Powodzenia!

Zadanie 1. Dana jest liczba catkowita n > 2. Czy ostatnia niezerowa cyfra liczby n! w
zapisie dziesietnym moze by¢ réwna 57 Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2. Dodatnia liczba catkowita n jest 12 razy wicksza od sumy swoich cyfr. Wykaz,
ze liczba n jest podzielna przez 27.

Podaj przyktad dodatniej liczby catkowitej, ktora jest 12 razy wieksza od sumy swoich
cyfr, ale nie jest podzielna przez 81.

Zadanie 3. W turnieju szachowym braly udziat dwie szkoty. Kazda z nich wystawita repre-
zentacje zlozong z ¢ chlopcoéw i d dziewczat. Kazdy mecz rozgrywany byt miedzy uczniem
z pierwszej szkoly a uczniem z drugiej szkoly (ta sama para uczniéw mogla graé ze soba
wielokrotnie).

Wiadomo, ze kazdy uczen z pierwszej szkoty rozegrat doktadnie ¢ + d meczéw, a kazda z
dziewczat z drugiej szkoly rozegrata doktadnie d meczéw. Ponadto kazdy z chtopcow z drugiej
szkoty rozegral taka samg liczbe meczéow. Ile meczéw rozegrat kazdy z chltopcow z drugiej
szkoty? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwiazania zadan nalezy spisa¢ w sposob czytelny (brudnopisy i prace nieczytelne nie beda
sprawdzane) na osobnych kartkach, zeskanowaé, a nastepnie przesta¢ w formie pliku PDF za posred-
nictwem formularza online:

https://forms.gle/LSyipoeS7mFoZHFZ9

Plik z rozwigzaniami nie moze zawiera¢ zadnych danych osobowych ucznia. Formularz wypet-
nia rodzic lub opiekun prawny uczestnika. Przestanie rozwiazania jest rownoznaczne z akceptacja
Regulaminu: https://oki.org.pl/liga-matematyczna/.



I Liga Zadaniowa Matematyczna
Rozwigzania zadan konkursowych

Zadanie 1. Dana jest liczba catkowita n > 2. Czy ostatnia niezerowa cyfra liczby n! w
zapisie dziesietnym moze by¢ réwna 57 OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Ostatnia niezerowa cyfra liczby n! jest réwna cyfrze jednosci liczby otrzymanej po podzie-
leniu n! przez najwieksza mozliwa potege liczby 10.

Poniewaz 10 = 25, kazda para czynnikow (2,5) w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby
n! daje jeden czynnik 10, czyli jedna koricowa cyfre zero. Aby znalezé ostatnia niezerowa
cyfre liczby n!, nalezy wiec usungé z jego rozktadu wszystkie takie pary.

Rozwazmy, ile czynnikéw 2 i 5 wystepuje w rozktadzie liczby n! =1-2-...-n. Sposréd
tych czynnikow:

e co druga liczba jest podzielna przez 2, co czwarta przez 4, co 6sma przez 8 itd., co
dostarcza czynnikow 2;

e co piata liczba jest podzielna przez 5, co dwudziesta piata przez 25, co sto dwudziesta
piata przez 125 itd., co dostarcza czynnikéw 5.

Z powyzszego wynika, ze (dla n > 2) liczba czynnikéw 2 w rozkladzie n! jest wieksza niz
liczba czynnikow 5. Po usunieciu wszystkich par (2,5) w rozkladzie pozostana zatem jeszcze
czynniki 2, natomiast nie pozostanie zadna piatka.

Oznacza to, ze liczba powstata po usunieciu wszystkich koricowych zer z n! jest parzy-
sta, ale niepodzielna przez 5. Stad wynika, ze jej cyfra jednosci jest cyfra 2,4,6 lub 8, w
szczegblnosci nie 5, co nalezalo wykazac.

Zadanie 2. Dodatnia liczba catkowita n jest 12 razy wicksza od sumy swoich cyfr. Wykaz,
ze liczba n jest podzielna przez 27.

Podaj przyktad dodatniej liczby catkowitej, ktora jest 12 razy wicksza od sumy swoich
cyfr, ale nie jest podzielna przez 81.

Rozwigzanie

Wykorzystamy fakt, ze po pomniejszeniu dodatniej liczby catkowitej o jej sume cyfr,
uzyskujemy liczbe podzielna przez 9.

Zatem liczba n — %n = %n jest podzielna przez 9, stad %n = 9k dla pewnej dodatniej
liczby catkowitej k. Zatem 11n = 108k, a poniewaz 11 oraz 108 nie maja wspolnych dzielni-
kow pierwszych, liczba n dzieli sie przez 108. Poniewaz 108 = 27 - 4, liczba n dzieli sie przez
27, co nalezato dowiesc.

Aby znalez¢ dodatnig liczbe catkowita, ktora jest 12 razy wieksza od sumy swoich cyfr,
ale nie jest podzielna przez 81, rozpoczynamy od obserwacji, ze z poprzedniej czesci zadania
wynika, iz liczba taka musi by¢ podzielna przez 27. Sprawdzamy wiec kolejno liczby podzielne
przez 27: 27, 54 i 81 nie sa 12 razy wieksze od sumy swoich cyfr, natomiast kolejna liczba,
108, spetnia ten warunek, gdyz

108 =12 (1+0+8),
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oraz nie jest podzielna przez 81.

Uwaga

Wykorzystany fakt, ze po pomniejszeniu dodatniej liczby catkowitej o jej sume cyfr uzy-
skujemy liczbe podzielna przez 9, mozna udowodnié¢ nastepujaco. Wykazujemy to dla liczb
czterocyfrowych, lecz argument ten analogicznie zachodzi dla dowolnej liczby cyfr.

Musimy zatem pokazaé, ze dla dowolnych cyfr a, b, ¢, d, gdzie a # 0, liczba abcd—a—b—c—d
jest podzielna przez 9. Tutaj abed oznacza liczbe, ktorej cyframi sa kolejno a,b, ¢, d, zatem
jej suma cyfr wynosi a + b+ ¢ + d.

Zauwazmy natomiast, ze

abcd—a—b—c—d = 1000a+100b+10c+d—a—b—c—d = 999a+99b+9c = 9(111la+11b+c),
co jest liczba podzielna przez 9, co nalezato dowiesc¢.

Zadanie to byto inspirowane zadaniem Z2E1XXIOMJ. Polecamy zapoznaé sie z nim.

Zadanie 3. W turnieju szachowym braty udzial dwie szkoty. Kazda z nich wystawita repre-
zentacje zlozona z ¢ chlopcow i d dziewczat. Kazdy mecz rozgrywany byt miedzy uczniem
z pierwszej szkoly a uczniem z drugiej szkoly (ta sama para uczniow mogla graé¢ ze soba
wielokrotnie).

Wiadomo, ze kazdy uczen z pierwszej szkoty rozegral doktadnie ¢ + d meczéw, a kazda z
dziewczat z drugiej szkoly rozegrata doktadnie d meczéw. Ponadto kazdy z chtopcow z drugiej
szkoty rozegral taka samg liczbe meczow. Ile meczéw rozegrat kazdy z chlopcow z drugiej
szkoty? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Oznaczmy szukang liczbe meczéw rozegranych przez kazdego chtopca z drugiej szkotly
przez x. Policzmy taczng liczbe wszystkich meczow rozegranych w turnieju na dwa sposoby:
sumujac mecze rozegrane przez uczniow pierwszej szkoly oraz sumujac mecze rozegrane przez
uczniow drugiej szkoty:.

W pierwszej szkole jest tacznie ¢ 4+ d uczniéw (zaréwno chtopcow, jak i dziewczat). Z
tredci zadania wiemy, ze kazdy z nich rozegral ¢ 4+ d meczéw. Zatem taczna liczba meczow w
turnieju wynosi:

(c+d)-(c+d)=(c+d)>

W drugiej szkole jest d dziewczat i ¢ chtopcow. Kazda z d dziewczat rozegrata d meczow,
wiec dziewczeta z drugiej szkoly rozegraly lacznie d - d = d? meczéow. Kazdy z ¢ chlopcow
rozegral x meczow, wiec chlopcy z drugiej szkoty rozegrali tacznie c-x meczow. Zatem taczna
liczba meczow w turnieju, liczona od strony drugiej szkoty, wynosi:

d* + cx.
Poréwnujac obie wyznaczone wartosci, otrzymujemy réwnanie:
(c+d)* =d*+ cx.
Przeksztatlcajac lewa strone zgodnie ze wzorem skréconego mnozenia, mamy:
A+ 2d+d* =d*+ca.
Odejmujac d? od obu stron réwnania, otrzymujemy:
¢ +2cd =cr, czyli c(c+2d) = cx.

Poniewaz liczba chtopcoéw c jest liczba niezerowa, otrzymujemy, ze x = ¢ + 2d, co nalezato
obliczy¢.



